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1 DERIVADA DE LA FUNCION CONSTANTE
£ , i el il i

Regla de la constante

La funcién constante f(x) = ¢, es una funcién cuya grafica es la recta horizon-

y taly = ¢. La pendiente de la recta que representa la funcién constante es ce-
ro (figura 1).

¢ y=e » .

- 2 Asi,-se dice que:
m=Ff(x)=0

0T N SN S / La derivada de la funcién constante f(x) = c, es f'(x) =

La definicién anterior se puede justificar mediante la definicién de derivada.
Figura 1 Asf,

o fxth) ) =8 o 0
M=l = === == =0

Usando la notacién de Leibniz, se puede escribir E 4 [c]=

dx

<EMy

DERIVADA DE UNA POTENCIA

Regla de la potencia

/ La derivada de la fuﬁcién. potencia f(x) = x", es
PFx)=nx*"!, neZone @t

A partir de la definicién de derivada, se puede demostrar que si f(x) = x", en-
tonces f(x) = nx" ~ 1,
Sea f(x) = x"*, entonces

o) Limg SR =) iy gy = o
h—0 h
wt e~ U [P DS T g
= f'(x) = Lim 2 ;
h—0 P
2 00
Li
=fx) = 1er(1) -
hina =1+ n(n—l)x11—2h+ + 1
= f'(x) = Lim 2
h—0 7

J _ =2
= fx) = Lln?)mc”—l +(n(n ;)xn )h+ 1
'l—)

Sx)=n""1+0+ ... +0=nx""1

Luego, f'(x) = nx" ~ 1

oooooo

© SANTILLANA



REGLAS DE DERIVACION

| Ejemplos

' 1. Demostrar que si f(x) = x, entonces f(x) = 1.

Solucion

Si f(x) = x, entonces f(x) = Lim flx+h) - Ay
h—0

h
:f{x)—leH—h_x—Ltm£=le 1=1
-0 h h—0 h  h=0
Luego, si f( Xx) = x, entonces, f(x) = 1.
2. Hallar la derivada de:
flx) = b. f(x) = x’ o y=x" d. y= x5

Solucion
Aplicando la regla de la potencia, se tiene:

a. flx = x¥= flx) = 3x2
b. fix) = X' = flx) = 7x°

_ 14 i N o=ap_ _ 1
. y=xMoy=—x34=
y y 4 4x3
3 3
4315 _3 a5 _
d y=xF=y =X 5= x5

| 3. Hallar la derivada de las siguientes funciones:

2. fl¥ =1; b g = Vx
Solucion
a. f(x =>l=> f=x"1"=fl=—-1x2= -
x 2
| = = o1 1
| b= Vao g == g1 - 2 22 Ay

En general, si n es cualquier nimero real, se cumple que

%(xn)=nxn—-l

Regla del multiplo constante

La derivada de una constante por otra funcion, es zgual a la cons-
tante por la derivada de la funcién. Ast, S

| % [H)] = &P ().

- La regla anterior se puede deducir a partir de la definicién de derivada.

Sig(z) =efx)=g'E) = Lirra glx + };Z) — g(x)

[f(x + Z) - f(x)} - cLim fla + 12) —f&) _

=g'(x) =Limc
B h—0

------




N T —

Hallar la derivada de las siguientes funciones. Luego, graficar la funcion y su derivada.

1 ] i d
la. iy =-2 _ = —x2 L
| a. flx i ¢ g e dx[ x'14]
boy=—x d. jx = -y f. flx) = —%x‘”z
Solucion y
o =0 =T L(d 4 =g =3 =)k = 3
‘;' & =) =-9x*4
= 1 = —(3x2 N 9
Y = (3¢) =S
= flX) = 32 | n
4 3 I{X)
P f x
\ 4 . 5
. e
I SRR \al  [iG0
/ 0 ‘ta’ ‘}
24 'y '
i |
flx) -a-
g, B Tplit) = V=1
dx
1
= — "= —] _— ]
b. y X=Yy (=1 e (X W
=>y'=-1X1 -
=y =—1 |
2-
b i 14
3 -2 -1 1 2 3x
3= L
2- -1/
| 2l
3554 Nd 33 |
- - w.\_,y 44
<54 y
<3t
-4 -

- - 1
Iy 'y
g .
I‘ii' 34
,‘1‘12- \glx) 2+
/f 44\ \
—.//1 \_‘A 5 1.\\\6()(! - <
4 -2 s S Z
i 1=/ i) §
21 :", -2~ =
34 g[X) al E
4= ) °



REGLAS DE DERVACION | UNIDAD'S

QJ Pr d Cti ca ’ i<.'|mmmnvj @momsrﬁv}‘ l&WAEAJ’
L. Indicar cudles de las siguientes funciones tienen como | 5. Trazar la grafica de la funcion derivada sobre el plano
derivada cero. en el que esta la grafica de cada funcion.
a. flx) = —4x f. flx) =senx a0 = 10 0. Fx) = 4x
b, fla=3 g. f(x) = 0,001 : 3
¢ fld=V2 h fl=6+V3 x - A 3 o
d. flx) = 6x2 i fl) =38 +5x+ 1 Wb | |
fx) = — = S 1
e fld=—3 o X =ox | RN 2|
2. Demostrar que la derivada de cada una de las siguien- o 2 ’ybf 123456
tes funciones es cero. ' 41 41
a. flx=9 g. flx) =—6
_2 ,2+\/__3 b f(x]=l e f{x)=i
b. flx) = = h. f(x) = = P Y
. flx) = -5 i. flg=-15+001 " A o
d. 1) =2V2 o f=2+7V2 A il
e. fl)=4+V3 k f)=-6+2V2 LA 51\
: -4 =3 -2 -1 t e e i 7
1 5+ V7 i "l X
fof=5 . f(x]=f o [ AR EEEE
': 41 2

7
a ) = h fl) = Vi ¢ ) = £ =2Vx
. 1 1 /S X
b. flx) = ? oflx) = F o o
¢ fl) = o=V o -
4 3_ /’
d. X = )= 1 e U 1
= B et x A i) S — x
ef[x]:x6 [ f[X]:W 2-1.] 123 4568 2-1.. 123456
2 2
f. flx = 71 m. f(x) = —17
X :
1 1 . 6. Calcular la pendiente de la recta tangente a cada cur-
g. flx) = W n. flx) =— = va en el punto indicado.

; — 2,2
4. Demostrar, usando la definicion de limite, que la deri- 8. = s o4, 3)

vada de cada funcion es la que se escribe frente a ella. b, flx) = §X3 en P(Z, i)
a. fl)=5¢,  flX=10x | .

3
) = = PO,
b. f(x) le4, f(x) _ S & fld Pe en A1, 3)
e ¢ i f0=Ve enPas)
e flX=-73 fl=-21x
3 3
3 e flg =— en P(2, —)
d. flx) = = flx) = 3x* 5x 10
e. flx = —% . = —3x f. fx) = X—62 en P(1, 6)

......
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DERIVADA DE LA SUMA DE FUNCIONES

Regla de la suma

La regla de la suma se
puede extender a la suma
de cualquier nimero de
funciones. Por ejemplo, si

fx)=20+33+2¢ —x+1,

entonces f'(x) es
10x* — 9x2 + 4x — 1.

\\./3.1 DERIVADA DE LA SUMA DE FUNCIONES

La suma de dos funciones f y g, derivables, se puede obtener mediante la si-
guiente regla.

Regla de la suma

/ Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. La derivada de la suma
de f(x) y g(x), notada (£(x) + g(x))"es igual a la suma de la deriva-
da de f(x) con la derivada de g(x). Asi:

1160 + 20) = 109 + - 200 (109 + g0 = ) + £

)

La regla de la suma se puede abreviar escribiendo simplemente (f + g) =f" + g’

La regla anterior se puede verificar usando la definicién de derivada:
F(x + h) — F(x)
h

Si F(x) = flx) + glx) = Fix) = Lim

_ L [+ ) + gl + )]~ [fx) + (@)

h—0 h
= Iﬁlr% [fx + 1) - fx)] J;Z[g(x +h) — gx)]
= i PEERL IO 4 gy BE TRV RO i) 4 1)

Ejemplos

1. Usar la regla de la suma para hallar la derivada de F(x) = 2 + x.

Solucion
Fi) = 2 + x= FIX) = flX) + g = Lim flx+h) — flx) + Lim glx + h — g¥
h—0 h—0 h
2 _ 3 5 B
PO el ST e ) el QTN . i el 5 4 qy 2 B
h—0 h h—0 h hs0 h e n
— lim h(2x + h) + Lim —h—=2x+1
h—0 h h—0 h
Luego, la derivada de F(x) = x> + xes F{x) = 2x + 1.
2. Derivar.
a. flx) =3x + 2x b glx) = %X + 375
Solucion

a. f=3x24+2x=flx) =6x+2

1 1 !
. =—x+ W==+
b. g(x) ;X \/)—<=>g(x] > oy

© SANTILLANA
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REGLAS DE DERVACION L UNIDAD'S'

\.3.2 DERIVADA DE LA RESTA DE FUNCIONES

La derivada de la resta de dos funciones se puede escribir como la suma de
dos funciones. Asf,

) - g = [fx) + (—g@)]

Luego, para calcular la derivada de la resta de dos funciones, se aplica la for- .
mula vista para calcular la derivada de la suma de dos funciones.

En consecuencia, se obtiene la siguiente regla.

Regla de la resta

/ Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. La derivada de la resta
de f(x) y g(x), notada (f(x) — g(x))’ es igual a la suma de la deriva-
da de f con el opuesto de la derivada de g. Asi,

L) - ) = L o7 + [—% [g(x)]] =11~ - [e(w)
o (f(x) — g(x)) = f(x) + (—g'(x)) = f(x) — g(x).

Estas reglas se pueden combinar con la regla de la potencia para derivar cual-
quier polinomio.

N

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

4 12
a. flx) = x + 5x° — 23 + 4x ¢ gx=—-—
AV
y=lx3—3x2+2\/;<—x—1 d.£[3x3—2x2+x—5]
2 ax
Solucion

| a. f[x]¥x7+5x5—2x3+4x:>f’(x)=7x6+25)(4—6x2+4

1 _ 3 2 _
boy=-0-32+2Vx—x"=y=2x26x+ +x72
=72 Py 2V

3 ! 1
‘=X - Bx +—
=Yy ) X \A 2

12, 12 - _gy-3 4 12,32

¢ gl = 7= 51\2/; =g(x=4x2- 10"

=>9(X)=—%+5—X%7

0 —[3x3—2x2+x—5] 3x3]—d—[2x] diu—dix{s)

:>—[3x3—2x2+x—5]=9x2—4x+1
dx



(;J Prdactica 2

(.IMERPRHMWA .PRDPDSHNA . ARGUMENIATIVA

1. Hallar % para cada una de las funciones.

a. flx) =4 + 5x + x2
b. X =2+ 6x° + 4x

C. f(x)=%x-|—7x2+)<3+x4
d. f[x]=\/)_<+x
e. f[x)=l+x4

X

f. f(x) :—\2—;+2x3+2

q. f[x]=\3/;(+x2+1
h fld ="V +5x+6

P
i f(x)=2\35x+x2
. ) =5 +3x% + 5x
k. f[x]:%+3x6

1 3

. Demostrar, usando limites, que la derivada de cada

funcion es la que esta indicada frente a ella.

% fal=3x+2 ;Y=

b. flx)=9x% +5x+1 []—18x+5
' & [x]—4x3—2x+6 fiX) = 12x2 — 2
d. flx) = —x+x Cfx) = —+4x3
& f[]=8x+ I8 +3 f'[)(]=8~|—21)(2

f. ) =6+2%+5 ;
g f[x)=%)(4+%x3-1-6x2 ;

1
_ oA CoA — _
h. flx) = Vx = 2 ©flx) s 8x3

flx) = 18x% + 4x

. Determinar cuales funciones no estan derivadas co-
rrectamente. Justificar la respuesta. Calcular correcta-

mente |a derivada.
a. f[x]=4x2+5x+;2—+6
dy

1
L =g+ 5+ =5+ 1
x 253

n

I

f’[x]=§x3+§x2+12x

b. fx) = 3x2 + 4x3 + 7x* + 5x°

%Z:B)H- 12x2 + 28x° + 25x*
X

& f(x]=7x—3\/;(+6

& _, 3
dx 2V x

9 4 5
, = =
b =gt Ft 2
dy 45 1210

Dadas las siguientes funciones:

flx) =4+ x

g(¥) = x2 + 5x + 1

hix) = 3x° + 12

hallar:

8 d%l((f(x) + gl : %[f{x} + g(x) + h(x)
J J

b. ™ (flx) — glx) f, a(f()d = h(x) + glx)

. d% (g0 + h(x) 0 %(g[X] — fx) — hix)

d. - 1#1) — 1t0) n (00 + 13— l)

. Una pelota rueda sobre un plano inclinado de forma

que la distancia que recorre al cabo de 3 segundos es-
ta dada por la funcion
s(f) =28 + 32 + 4
donde sse mide en centimetros y t se mide en sequndos.
a. Hallar la velocidad de la pelota en t = 2 segundos.
b. Determinar el momento en el cual la pelota llega a
una velocidad de 30 cmfs.

. Se deja caer una pelota desde lo alto de un edificio

hasta el suelo. La altura de la pelota, arriba del suelo,
esta dada como funcion del tiempo t en sequndos por:

y = 1.250 — 10¢2

donde y es la altura, medida en centimetros, de la pe-
lota al suelo.

Hallar la velocidad de la pelota para un tiempo t.
¢Cual es el signo de la velocidad?

(Qué significado tiene el signo de la velocidad?
En t = 2, jcudl es la distancia de la pelota al suelo?

2.n oW

© SANTILLANA
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4 DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES
b

© SANTILLANA

REGLAS DE DERIVACION

UNIDAD 5

Historia de las
matematicas

La formula del producto
fue descubierta por Leibniz
hace tres siglos, después
de suponer erréneamente
que la derivada de un
producto era el producto
de las derivadas.
El siguiente ejemplo
muestra lo falsedad de la
suposicion de Leibniz:

fx) = %2, glx) = «®
Entonces, por la regla de la
potencia

f(x) = 2x y g'(x) = 3x2
Pero f(x) - g(x) = x®

y[f(x) - g0 = 5x*
que es diferente a

f(x) - g'(x) = 6x3.

Regla del producto

F'(x) = Lim
h—0

F'(x) = L{
Wi

/ La derivada del producto de dos funciones derivables es igual a la
primera funcién por la derivada de la segunda funcion, mds la se-
gunda funcion por la derivada de la primera funcion.

21800 - 2000 = K09 - () + 800 * - x)

o [f(x) - g(x)] = f(x) - g'(x) + g(x) - F'(x)

Flx + h) — Flx)
h

fx + h) glx + h) — flx) gx)

h

Usando la definicién de derivada, se puede verificar la regla anterior, asi:

F(x) = flx) - glx) = F'(x) = Lim

h

Solucion :
2 =02 +1)-L R rex—5+22+8x—5-202+1)
‘ dx dx

? = z + % z
F'(x) Igl_r)raf(x h) Lim

glx + h — glx)

F(x) =fx) - g'x) + g(x) - f'(x)
N

Usar la regla del producto para hallar la derivada de cada expresion.
a. flx) = (x2 + 1)2x% + 8x — 5)

h

Fis) = Lim e + 1y (26 £ 280)) | (Mt D = o)

+ L/ ) § L/
e ki

b. gl = (—2x% + 3x—8) - [\/; + 2x)

=(x2+ 1) (4x + 8) + (2x2 + 8x — 5)(2X)
=43 +8x2 +4x+ 8+ 4 + 16x2 — 10x=8x3 + 24x2 — 6x + 8

=[—2x2+3x—8)-(

2x2

T TV

1

2

1

P S
2V x 2Vx

(=22 +3x — 8) + Vx(3 = 4x) — 122 + 12x — 16

......

X

" 2) + (Vx + 2%(—4x + 3)
16— 4xVx+3

]

f& +h) ~ f&x)
h

o, gld = (~222 +3x—8)~d—‘i(\/}+ 2% + (\fx+zx)-d—‘i(—zx2 +3x—8)

x — 8x2 + 6x

Para poder calcular el limite, se resta y se suma la expresién f(x + k) g(x) al
numerador. Asi,

o [t R g+ h) = flx + h) gk) +flx + h) glx) — fx) g&)



La regla del producto se puede extender al producto de tres o més funciones.
Asi, sif, g y h son derivables, entonces

% [fx) - glx) - Alx)] = flx) glx) K'(x) + flx) hx) g'(x) + glx) h(x) f(x)

Ejemplo
E

Para cada funcion, hallar y' de dos formas.

® Multiplicando los factores, y luego, derivando el resultado.
® Usando la regla del producto.

la. fx= [2x](—5x2)(%x3) ¢ y=Kx+1)x—-2Kx+3
b. y = (3x9)(2x — 5)(x — 8) d. flx) = (x + x — 1)x + 3)(8x
Solucién

a fl) = [2x][—5x2)(%x3)

* Multiplicando los factores: f(x) = —4x5
Derivando el resultado: flx) = —24x°

¢ Usando la regla del producto:
Y = (2x](—5x2](%x2) " (2x]<%x3)[—10x) $ (—5X2](—25—x3)[2]
fl = =120 — 8x° — 4 = —24°

| b. y= (3x)(2x — 5)(x — 8)

* Multiplicando los factores: y = 6x* — 63x° + 120x?
Derivando el resultado: y' = 24x® — 189x% + 240x

* Usando la regla del producto:
y' = 3x2(2x — 5)(1) + 3x%(x + 8)(2) + (2x — 5)(x + 8)(6x)
y'=6x — 15x% + 6x5 — 48x% + 12x° — 126x% + 240x
y' = 24x> — 189x% + 240x
¢ y=Kx+1)x—-2kx+3)

* Multiplicando los factores: y = x* + 2x* — 5x — 6
Derivando el resultado: y' = 3x2 + 4x — 5

® Usando la regla del producto:
¥'=Ix + 1) = 2)(1) + [x + 1)0+ 3)(1) + [e— 2[x + 3](1)
y=xX—-x—2+xXx+4x+3+xX+x-6=37+4x—5
d y=0+x— 1)(x+ 3)(8x

* Multiplicando los factores: y = 8x* + 32x° + 16x2 — 24x
Derivando el resultado: y' = 32x° + 96x2 + 32x — 24

* Usando la regla del producto:
=02+ x— 1)x+3)8) + (x+ x—1)Bx(1) + (x + 3)(8x2x + 1)
y'=8x + 32x2 + 16x — 24 + 8x° + 8x% — 8x + 16x° + 56x2 + 24x
y' =32 + 96x2 + 32x — 24

@ SANTILLANA
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N AN TILLAIINA

DERIVADA DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES

UNIDAD 5

REGLAS DE DERIVACION

Otra forma de verificar la
regla del cociente es a
partir de la regla del
producto. Asi,

e = S
siFlx) = = se puede

escribir f(x) = F(x) g(x).
Luego, al aplicar la regla
del producto, resulta

fix) = F(x) g'(x) + g(x) F(x).

Despejando F'(x), resulta la
regla deseada.

f'(x) — F(x) g'(x)

a g(XF{X)
fodi— o g'(x)
Flx) = g(x)

Flx) = g(¥) fix) — fx) g'x)

[g(¥]2

Regla del cociente

/ Sean £y g dos funciones derivables. La derivada del cociente entre
fy g notado =1 es igual al denominador multiplicado por la derivada

del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada
del denominador, dividido entre el cuadrado del denominador.

209+ < [£09] — 1) + - [e(0)
5 g

Usando la definicién de derivada, se puede verificar la regla anterior. Asi,

fx+n} flx)
= Lim gx +h)  glx)
h—0 h

i)

_ fx) ol 1 1 Pl + h) — Fx)
F(x) = o) = F'(x) %1_{% A
g flx + h) — flx) glx + 1)

hglx + h) glx)

Para poder calcular el limite, se resta y se suma la expresion g(x) f(x) al nu-
merador. Asi,

gx) flx + h) — glx) flx) + glx) flx) — flx) glx + h)
hglx + h) glx)

= Lim

F'(x) = Lim

Li
h—0

Fx) = Lim €0 [& +5) = f)] = fix) [e& + k) ~ g&)]
h—0 hglx + h) glx)

g(xj [ﬂx H;Z) — ﬂx)} — flx) [8(96 +i;1) N g(x)]

Flel= Iﬁl—% glx + h) glx)

fx+h)—fx) .. e Blx Fh)— glax)
B s =i h

Lim [g(x + h) g(x)]

L1 « Li
im g(x) hl_r)%

F(x) =

o g Pl = ) 2
F&) )P

La regla del cociente se puede combinar con las otras reglas de derivacién pa-
ra calcular la derivada de cuaquier funcién racional.

Por ejemplo, si f(x) = 3x + 1y g(x) = 2x — 5. La funcién cociente —;C((i)) es
% = ;z j ; , vy su derivada se puede calcular aplicando la definicién anterior.




[ Ejemplos

1. Usar la regla del cociente para hallar la derivada de la funcion racional

22 — x + 1
flx) =———.
g X+ 8
Solucion d d
B+8)—[2¢—x+1]-(2¢ —x+1)— [ + 8]
dx : ax
flx) = (@ + 8)2
_ 2+ 8)ax — 1) — (22 — x + 1)(3x%)
(x® + 8)?
-+ - -37 %) -0+ -3 30—
(X + 8)2 (® + 8)2
2. Hallar la derivada de la funcion racional f(x) = gi ; Z en el punto de abscisa
x=—1.
Solucion
= - - + 8 — 6x +
4 = 2x=3 = A = (3x + 4)(2) — (2x — 3)(3) _ 6x + 8 6; 9
3x+ 4 (3x + 4)? (3x + 4)
_ 17
(3x + 4)?
Luego, la derivada de la funcion racional f(x) = ;i ; i en el punto de abscisa
17 17 17
x=-—1efl—-1) = = =—=17
. =) Bx+4)2 @C-1+42 1
:: Geométricamente, el valor 17 es la pendiente de la recta tangente a la curva
,, 12 =3 enel punto de abscisa x = —1. La funcion se observa en la figura 1.
2 - L 3x+ 4
- & 2 -;'1"%"”5_ 3 4 2
L 3. Dada la funcion y = rp. hallar:
l‘ --3
= . a. laecuacion de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = 2.
b. La ecuacion de la recta normal a la curva.
Figura 1

Solucion
a. Se aplica la regla del cociente para hallar la pendiente de la recta tangente a |z

curva y = en el punto de abscisa x = 2.

yomA0-201 2

2
= =y@2=—=2
(1 — X2 -2 Y=,
Luego, la ecuacion de la recta tangente a la curva es:
y+2=2x—2)=2y=2x—6

b. La ecuacion de la recta normal a la curva es
1 1
+2=~-—(x—2 = ——x-—1
y 5 ( ) 5

Figura 2
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